Cours Année - Mathématiques | Terminale

SUITES NUMERIOUES

n

Connaitre et utiliser la définition d’une suite

Etudier la convergence d’une suite

Déterminer la limite d’'une suite lorsqu’elle existe

Raisonner par récurrence pour établir une propriété d’'une suite
Etudier des phénoménes d’évolution modélisables par des suites

*

*

ne propriété est une phrase mathématique, écrite ou non avec des symboles mathématiques qui
ut étre soit vraie soit fausse.
rsque cette propriété concerne un entier naturel n, on peut la noter P(n)

GCOou

1) Principe de récurrence

P(n) désigne une propriété concernant un entier naturel n et n, désigne un entier naturel,

Si une propriété est vraie pour un entier n,, ( P(n,) est vraie)

et s'il est prouvé que lorsqu’elle est vraie pour un entier naturel k supérieur ou égal a n, alors
elle aussi vraie pour I'entier naturel k + 1, ( P (k) est vraie implique P(k + 1) est vraie )

alors elle est vraie pour tous les entiers supérieurs ou égaux a ny. ( P(n) est vraie)

Le schéma suivant illustre le principe de récurrence.

Initialisation Hérédité
P(ng) vraie  Pour tout entier k = n, « P(k) est vraie » implique « P(k + 1) est vraie ».

\ J

V

t de

Conclusion: P(ny) vraie = P(ny+ 1) vraie = P(n,+ 2)vraie = ...= P(n)vraie

2) Raisonnement par récurrence

n) désigne une propriété concernant un entier naturel n et n, désigne un entier naturel,
our démontrer qu’une propriété P(n) est vraie « pour tout n = n, », on commence par énoncer
airement la propriété au rang n puis on procéde en trois étapes :

¢ |Initialisation : on vérifie que la propriété est vraie au rang initial n,. (P(ny) est-elle vérifiée ?)
Hérédité : On émet comme hypothése de récurrence qu'il existe un entier k > n, tel que la
propriété soit vraie et on prouve que sous cette hypothése, la propriété est vraie au rang
(k+1).
Conclusion : La propriété est vraie au rang n, et elle est héréditaire, donc elle est vraie
pour tout entier naturel n > n,.

cl

I

3) Exemple
uO = 2

Ext

n considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par : { -
Untr = Up — 3

Pn):u,=2-3n
On veut montrer que P(n) est vraie pour tout entiern > 0



Cours Année - Mathématiques | Terminale

e Initialisation: uy =2 et 2—-3 x 0 =2 donc P(0) est vraie

o Heérédité :
On suppose qu’il existe un entier k > 0 tel que P(k) soit vraie soit u;, = 2 — 3k
et on prouve que P(k + 1) est vraie soit ug,; =2 —-3(k+1)=-1-3k
On sait que par définition de la suite (u,) , ug41 = U — 3
Oru,=2-3k doncug,, =u,—3=2—-3k—-3=-1-3k

e Conclusion : La propriété est vraie au rang O et elle est héréditaire, donc elle est vraie pour
tout entier naturel n = 0

1) Sens de variation

On dit qu’une suite (u,) est:

»croissante si pourtoutn e N,ona: u,.; = u,
»décroissante si pourtoutn € N,ona: u,,q < uy,
»constante si pourtoutn € N,ona: u,,; = Uy

({

margue : Une suite monotone est une suite croissante ou décroissante
oici les méthodes permettant d’étudier le sens de variation d’'une suite S)

On étudie, pour tout neN, le signe de la différence u,,; —u, :
® Siuy41 —u, 20 alors la suite (un) est croissante
® Siupy; — u, <0 alors la suite (un) est décroissante

Méthode 1
(algébrique)

On compare, pour tout neN, %a 1:

Il cette méthode est applicable uniquement si tous les termes de la
Méthode 2 suite sont strictement positifs !!!

(algébrique) "
e si % > 1 alors la suite (u,) est croissante

Un

e si X1 < 1 alors la suite (u,) est décroissante

Un

Si la suite (u,) est définie par une relation explicite c’est-a-dire si la suite
(u,) est définie par une relation du type u,, = f(n) alors on peut utiliser le
sens de variation de la fonction f.

Méthode 3
(fonctionnelle) Plus précisément :
e si la fonction f est croissante sur [0; +oo[ alors la suite (u,,) est croissante
¢ si la fonction f est décroissante sur [0; +oo[ alors la suite (u,) est
décroissante

Méthode 4
(raisonnement
par récurrence )

On montre par récurrence que :
pour toutn € N, u,,; =u, oupourtoutn € N, u,,; <u,

2) Suites majorées, minorées, bornées

La suite (u,,) est majorée s'il existe un réel M tel que : pour tout n € N,u, <M
La suite (u,,) est minorée s’il existe un réel m tel que : pour toutn € N,u, > m
La suite (u,) est bornée s'il existe deux réels M et m tel que : pourtoutn e Nm < u, <M

E
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Remargue : Toute suite croissante est minorée par son 1* terme et toute suite décroissante est
majorée par son 1¢ terme.

Exem
=—m€N, n+1=1donc0=< ﬁ < 1 donc la suite (u,) est bornée

1) Suite convergente

Une suite (u,) converge vers le réel L si tout intervalle ouvert contenant L contient tous les

termes de la suite a partir d’'un certain rang. On écrit alors hT u, =1L
n—->+oo

Exemple:  soijt la suite (u,,) définie, pour n > 1, par u,, = - alors lim u, =0

W @~ @ ;e W N

n—-+oo
ATl B ]
1 |n un
4 |2 ] 1
IEN 0s
3 |4 | 0.33
|5 | 025
2 6 | 02
7 017
1. | 7 om
o | 9 | 013
o , IR S S SR S S S S S S S S S S SN SN en
o 1 2 3 4 5 [} 7 8 a 10 11 12 13 14 15 18 17 18 11 10 01
12| 11 oos
-1 |13 | 12 008
14| 13| oos
2 15 | 12| oo7
16 | 15| o007
4 Z 16 DOB
18 17| 0.06
19| 18| o008
+ 20| 19 o005
21| 20 o0s

Propriétés :

lim k = k (k étant une constante) lim 1=0 lim iz= 0 lim—==0
n—-+oo on n—-+owon n—>+oo\/—
Si la suite (u,,) converge alors sa I|m|te est unigque.

2) Suite ayant une limite infinie

Une suite (u,) diverge vers +oo si tout intervalle du type ]A; +oo[ contient tous les termes de la
suite a partir d’'un certain rang. On écrit alors lim u, = +o

n—+oo

Une suite (u,) diverge vers —oo si tout intervalle du type ]—oo; A[ contient tous les termes de la
suite a partir d’un certain rang. On écrit alors liT U, = —
n—->+oo

MUrn >0, par u,, = n’alors lim u, = + pourn > 0, par u, = —n’alors lim u,, = —o
n—+owo n—+ow
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400 . A B A B
1 | n up 1 (n Un
o
° 2 0 0 0%e_5 10 15 20| 2 0
350 4 3 1 1 L ] 3 1
4 2 4 ®
o o] 4 2
5 3 9 5 3
300 4
™ 6 4 16 6 4 -16
7 5 25 -100 4 ° 7 5 _o5
250 { e B 6] 36 ° 8 B -36
g 7 49
. 0] g 7 49
10 8 64 ° 10 8 -64
200 . 1 9 81 11 ] -81
12 10 100 -200 hd 12 10 -100
13 1M 121 ° 13 1 12
14 12 144
250 14 12 144
15 13] 169 15 13| -169
jif 14) 196 16 14| -196
17 15 225 -300 4 17 15 -225
E 16| 256 18 16| -256
19 17 239
350 19 17| 289
2 18| 34 20 18| -324
21 19 361 o1 9] 361
18 2 20] 400 -400 * 2 20| -400
Propriétés :
lim n = +o lim n? = +o0 lim Vn = 4o
n-+oo n—>+oo n—+oo
lim —n=—-o lim —n?=—oo lim —vn = —o0
n—+w Nn—-+ow Nn——+aow

3) S$uite n’ayant pas de limite :

o 3 8 3
b

L

[ ]
L ]
- L ]
L ]
L ]
L ]
L ]

o L ]

Une suite (u,) qui ne converge pas et qui n’a pas de limite infinie n’a pas de limite.

emple

. Extrait

A [ B ]
o |1 Un
2 0 0
300 4 9 4 9
® 4 2 2
5 3 D
200 6 4 4
7 5 10
8 B 13
100 o 9 7 28
. 10 g8 40
° 1 9 54
o 12 0 70
o® o |13 11 8
N 14 12 108
ol e 15 12 130
16 14 154
® 17 15 180
18 16 208
-200 | 19 17 238
° 20 12 270
21 19 304
200 ] . |22 20 340

“pourn > 0, par u,, = (—1)®(n? — 3n) alors (u,) n'a pas de limite
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4) S$uite divergente :

Une suite qui ne converge pas est divergente
Autrement dit, une suite qui a soit une limite infinie soit pas de limite est divergente.

n considére deux suites (u,) et (v,) , L et L’deux réels. On note FI une forme indéterminée.

0

1) Limite d’une somme

i lim u,= L L L +o0 — +o0

n—>+oo

Et lim v,= L’ +o0 —00 +o0 —o0 —0
n-+oo

lors lim (up + vy)= L+L +o0 —0 +oo o Fl

ans le cas d’une Fl, il faudra modifier I'écriture de u,, + v,

2) Limite d’un produit
i limu, = L L>0ou L<Oou L>0ou L<Oou 0
n—->+owo
400 —00 400 —

Et lim v, = L’ 400 40 —00 —o0 —oo ou +co
n—-+ow
lors lim (u,v,)= LL +0o0 —0o0 e +o0 FI
n—-+oo

3) Limite d’un quotient
n utilisera la régle des signes d’un quotient
Si lim u, = L>0 L>0 L<O0 L<O —oo ou
n—--+owo L L 0
ou +oo ou +oo ou —oo ou —oo +oo

t lim v, = Lo | T®0u Oet Oet Oet Oet —oo ou 0
o +o0 v, >0 |1,<0 |v,>0 [v,<0 +0
Alors 1l)moo(v—)— % 0 +00 —0 —0 +o0 FI FI

4) Formes indéterminées
y a quatre cas d’indétermination qui sont :
% et + « "par addition ;"0 et £ «" par produit ;"0 et 0" par quotient ;" £ « et + «" par quotient
P our lever une indétermination, on transforme I'écriture de I'expression pour se ramener aux
eoremes généraux.

I !n est souvent amené a mettre en facteur les termes de plus haut degré.
xem Ie :

—n —4n+1,n€eN

1rnn =+4oet lim (—4n+1) = —»
n-+oo

n est en présence de la forme indéterminée " + « et —
our lever I'indétermination, on factorise par n?

nécritalorS'un=n2(1—i+i) n+0

im 2 =0et lim %—Odonc 11m (1—f+ 2)—1

n—+oon n—> +oon

De plus, lim n? = 4o

n—-+owo

Donc en utilisant la régle sur la limite d’'un produit lim (n? —4n + 1) = +oo
n—-+o
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1) Limite infinie

Propriétés :
msi (u,) et (v,) sont deux suites telles que :
U, < v, apartir d'un certainranget lim u, = +

n—+oo

Alors lim v, = 4o

n—-+oo

msi (u,) et (v,) sont deux suites telles que :

U, = v, apartir d'un certainranget lim u, = —oo
n—-+oo
Alors lim v, = —o0
n—-+oo

émonstration :

l”-p u, = +oo donc il existe un entier n, tel que pourn =n, alorsu,, >4 (A>0)
—+o00

e plus, il existe un entier n, tel que pour n = n, alors u, < v,
Soit N un entier supérieur ou égal a n, et n, alors pourn > N, A < u, < v,
Soit pourn = N, v, > A, autrement dit, lim v, = 4+

n—-+oo

2) Limite finie

Propriétés (théoreme des gendarmes) :
(uy,), (vy,), (wy) sont 3 suites telles que :

n < v, < w, apartird'un certainranget lim u, = lim w,=1L
n—+oco n—+ oo

Alors lim v, =L

n—+oo
Propriétés :
msi (u,), (v,) sont 2 suites telles que :
< v, apartird’'un certainrang et lim u, =L et lim v, =L’

n—+oo n-+oo
AlorsL < L'

msi (u,) est croissante et converge vers L alors pour toutn € N,u, <L
. si (u,) est décroissante et converge vers L alors pourtoutn € N,u, > L

fe

1) Suites du type g"

La suite de terme général u,, = q",n € N est géométrique de raison q et de 1° terme q° = 1
e napasdelimitesig< -1
e convergevers0si —1<g<1
e diverge vers +o siq > 1.
e Convergeverslsig=1

émonstration : ((u,) diverge vers +o si g > 1)

n admet que pour tout « > 0 et pour toutn € N, (1 + a)™ > 1 + na (raisonnement par récurrence)
Soitu, =q"etq > 1; onpeutposerq =1+ aaveca > 0.
Alorsg"=(1+a)";or 1+ a)" =21+ na
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De plus liT_Ii_l (1+na) =+ cara >0
n—+eo
Donc lirf I+ a)* =4+« etdonc lim q" =+
n—+eo

n—+w
Exemples :
liT 3" =+ car 3" estdelaformeq™avec q=3>1
n—->+oo

liT (7x0,6™) =0 car0,6™ estde laformeq®avec —1<q=06<1
n—->+4+oo

S

2) S$uite monotone

Propriétés :
Toute suite (u,) croissante et majorée par M converge vers L et L < M
Toute suite (u,,) décroissante et minorée par m converge vers L etL > m

Lr

Propriétés :
Si (u,) est croissante et non majorée alors liril U, = +oo0
n—>+oo

Si (u,) décroissante et non minorée alors lim u, = —

n—-+o

CO

Démonstration :
Soit unreel 4, (u,) n'est pas majorée donc il existe au moins un entier p tel que u, > A

u,) est croissante , on a donc pourn >p ,u, =u,doncpourn=p ,u, > A
nc a partir d’'un certain rang p tous les termes de la suite sont dans l'intervalle ]A. +oo[

onc lim u, = 4o
n—-+owo

Extrait de
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-- EXERCICES D’APPLICATION --

ercice 1:
Ug = 0
n considére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par : { —w i+ 1
Un+1 = Un T 0o mr2)

S

=0

r

ontrer par récurrence que u,, = ni-f-l

ercice 2:
. . o . Up =2
n considére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par : 3 1

1) Calculer les 8 premiers termes de la suite
2) Quelle conjecture peut-on faire sur I'expression de u,, en fonction de n ?
3) Démontrer cette conjecture par récurrence

ercice 3:

ontrer par récurrence que pour n = 1 la somme des n premiers entiers es

soitl+2+--+n= ;,‘=1p=n(nz+1) ,n=>1

tn(n+1)

COou

ercice 4 :
. . . e . 1
udier le sens de variations de la suite (u,) définie pour tout entier natureln > 1, u, =1 + -

ercice 5:

oit la suite (u,,) définie pour tout n > 0 par u,, = n?—9n — 20

Calculer ug, uq, u,, us, uy.Que peut-on remarquer ?

) Etudier le sens de variations de la suite (u,):

a) en utilisant le signe de u,,; — u, pourn > 4

b) en étudiant les variations de la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(x) = x* — 9x — 20

de

ercice 6 :

t

Uy = 1
B B8 considére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par : !
Unt1 = JUn + 3

ontrer par récurrence que (u,) est croissante

ercice 7 :
N . g . 2n+1
‘ On considére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n > 1, par u, = 3”

n—-1

. 3
ontrer que (u,) est majorée par >

ercice 8:

s . P . Uy =6
n considére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par : { 0

Upe1 = 0,2u, — 3
ontrer par récurrence que (u,) est minorée par —3,75

ercice 9:
. PP . nz+1 P
ontrer que la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par u,, = s est bornée

ercice10:
1

On consideére la suite (u,,) définie pour tout entier natureln > 1, par u,, =5 — -
1) Compléter le tableau suivant
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n 1 10 100 1000

Un

|un_5|

2) Conjecturer le comportement de la suite (u,,) puis justifier la conjecture en utilisant la
définition d’'une suite

n

Exerclce 1:

n considére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n > 0, par u, =1+ ﬁ

1) k étant un entier naturel quelconque, montrer qu’on peut trouver n tel que
1-107% <u, <1+107*
2) En déduire que (u,) converge vers 1

ercice 12 :
n considére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n > 0, par u, = —10vn
1) Déterminer un entier n, tel que pour n > n,,u, < —107

2) Conclure

ercice 13 :
éterminer Ies limites des suites définies par :
1) up,=n*+4n+1,n=0
2) vn=(1+ )( n+3),n=1
) w, =u,v,,n=1
4 t, = ui ,n=0

1) u,=2vn—-nn=0
_ n°+3n >0
1
ﬂ 4) tn=\/—i(n+2),n21
.-(ercice15:

ercice 14 :
2) Vp = m,n =

n considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n > 0, par u,, = e™
1) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 0,e™ >n +1

éterminer les limites des suites définies par :
n+3
3) Wn - E n 2 0
2) Endéduire que lim u, = +o
n-+w

v0=6

n considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par : { 2
Upt1 = —Vp" —n—1

3) Montrer que pour tout entier naturel n = 0,v, < —n
4) En déduire que lim v, = —oo

n—-+oo

ercice 16 :

x 1) Montrer que pour tout entier naturel n = 0

Wl
A

— 2+4cosn

2) En déduire lim

n—-+oo 2+cosn

ercice 17 :
n considére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n > 1, par u, =

sin(n)+3cos (n)
n

1) Montrer que pour n > 1,— M <2

n
2) En déduire que (u,) converge vers O
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Exercice 18 :
s . e . U =6
On consideére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par :
Ups1 = Uy T2

1) Montrer par récurrence que (u,) est décroissante et minorée par 2
2) Conclure quant a la convergence de la suite (u,)

xercice 19 :
Ug = 1

n considere la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n > 1 par : { _
Uptp = Uy + 1

2

1) Montrer que (u,,) est croissante
2) Montrer que (u,) n’est pas majorée
3) Déterminer la limite de la suite (u,,)

xercice 20 :
udier la convergence des suites définies par :

1) un=3ln,n20

2) v, =-5V3 ,n>0
3) wp=z(-1" n=0
4) t"=3"-5"n>0

COou

Exercice 21:
u,) est la suite définie paru,, = 0,77 ..7 ,n>1

W
n fois

1) Ecrire une fonction en langage Python nommée terme(n) qui renvoie u,,

2) Enremarquant que u,, = % + %0 + -+ 1.% , déterminer la limite de (u,,)

ercice 22 :

ne observation faite sur la fréquentation d’'un stade de football a permis de constater pour chaque
année un taux de réabonnement de 80% ainsi que I'apparition de 4000 nouveaux abonnés.

On note u,, le nombre d’abonnés a la fin de la n-ieme année et on précise que u, = 7000
1) Expliquer pourquoi pour tout entier naturel n, on a : u,+; = 0,8u,, + 4000

2) Montrer que (u,) est majorée par 20 000

3) Montrer que (u,) est croissante

oit (w,,) la suite définie pour tout entier naturel n par w, = 20 000 — u,,
4) Montrer que (w,,) est une suite géométrique dont on précisera le 1° terme et la raison
5) Exprimer w,, en fonction de n , puis u,, en fonction de n
6) Déterminer la limite de (u,)
7) Compléter le script qui permet de déterminer aprés combien d’années le nombre
d’abonnés dépassera 16 000

def abonnés():

u=0

n=0

while ....

: n=n+1

Ereturn(n)

Extr
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-- CORRIGES DES EXERCICES D’APPLICATION --

Exercice1:
n

oit P(n) : u, = oy

n veut montrer que P(n) est vraie pour tout entier n > 0

S

o Initialisation : uy =0 et % = 0 donc P(0) est vraie

Hérédité :

On suppose qu’il existe un entier k > 0 tel que P (k) soit vraie soit u;, = %

. . k+1 k+1
et on prouve que P(k + 1) est vraie soit u,,, = il ka2
_r
(k+1)(k+2)

_k _k 1 _ k(k+2)+1 _ K42k+1 _ (k+1)?  k+1
Oru, = k+1 donc gy, = k+1 + (k+1)(k+2)  (k+1)(k+2)  (k+1)(k+2)  (k+1)(k+2)  k+2
Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire, donc elle est vraie pour

tout entier naturel n > 0 soit u,, = >0

On sait que par définition de la suite(u,,) , ugy1 = U +

n
—,n
n+1

Suites Graphique Tableau

ercice 2 : Régler 1'intervalle )

=
N—r

0 N~ o N e Ww N8
NN NN NNN

2) On conjecturequeu, =2,n=0
3) Soit P(n): u, =2
On veut montrer que P(n) est vraie pour tout entier n > 0

Initialisation : u, =2 donc P(0) est vraie

Hérédité :
On suppose qu’il existe un entier k > 0 tel que P(k) soit vraie soit u;, = 2
et on prouve que P(k + 1) est vraie soit uy,; = 2

On sait que par définition de la suite(u,,) , Ug41 = %uk +%

Oruy, =2 donCuk+1=%x2+%=§+%=2

Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire, donc elle est vraie pour
tout entier naturel n > 0 soitu, =2,n>0

Extrait de cour

Exercice 3 :
Soit P(n): 1+2+-+n=3p_,p= n(nz+1)
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On veut montrer que P(n) est vraie pour tout entiern > 1
e |Initialisation : % =1 donc P(1) est vraie
e Heérédite :
On suppose qu’il existe un entier k > 1 tel que P(k) soit vraie soit 1+ 2+ -+ k = k(kT“)

(k+1)(k+1+1) _ (k+1)(k+2)
2

et on prouve que P(k+ 1) estvraiesoit1+2+--+k+k+1=

Onsaitquel+2+-+k+k+1=0A4+2+-+k)+k+1

Or 142+ +k="E2

k(k+1) k(k+1)+2(k+1) _ (k+1)(k+2)

Ccours

doncl1+2+4+-+k+k+1= 5 +k+1= > >
e Conclusion : La propriété est vraie au rang 1 et elle est héréditaire, donc elle est vraie pour

tout entier naturel n > 1soit1+2+ - +n=3Y"_,p= ) p>1

ercice 4 :

it la suite (u,,) définie pour tout entier natureln > 1, u, = 1 +%

1
Alors u,1 =1 +E
1 1 _n-(+1) -1

1 iant - N . o R
lors, pour toutn > 1, il vient : w4 —u, =1+ — (1 + n) = TR meD s il

n en déduit que la suite (u,) est décroissante (a partirden = 1)

e

ercice5:
1)

Valeur de n Terme u,,

u,=02-9x0-20=-20
1, =1°-9x1-20=-28
w,=22-9x2-20=-34
u;=32-9x3-20=-38
u,=42-9x4-20=-40

td

AIWIN|FL|O

n remarque que uy > uq > Uy > U3z > Uy

2) pourtout n=>0paru, =n?—9n—20
a) n=>0, Uy —uU,=M+1)2-9n+1)—20— (n? —9n—20)
=n?+2n+1-9n—-9—-20—n?+9n+ 20
=2n—-8>0 pourn>4
On en déduit que la suite (u,) est croissante a partirden =5
b) La suite (u,) est définie par une relation explicite u,, = f(n) avec f(x) = x> — 9x — 20
Cette fonction f est dérivable sur [0; +oo[ et f'(x) = 2x —9

X 0 4,5 +00
Signe de f'(x) - 0 +
Puisque f croit sur [4,5 ; +oo[ alors (u,,) est croissante a partir den =5

®
—
)
X

ercice 6 :
n) €St croissante= u, < u,,,;,neN
Soit P(n) : uy, < upqq
On veut montrer que P(n) est vraie pour tout entiern > 0

. Initialisation : uy =1 et uy = iuo +3= % X1+4+3= % donc u, < u, et P(0) est vraie
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e Heérédité :
On suppose qu’il existe un entier k > 0 tel que P (k) soit vraie soit u; < ug,q
et on prouve que P(k + 1) est vraie soit w1 < Upyo

. 1 1 1 1 .
On sait que u;, < ug44 donc T Uk S T Uk donc Skt 3< 2 Uk+1 Tt 3s0it upyq < Upyo

Conclusion : La propriété est vraie au rang O et elle est héréditaire, donc elle est vraie pour
tout entier naturel n > 0 soit u, < up.,n =0

ercice 7 :

3 _2n+1 3 _ 2(2n+1)-3(3n-1) _ 4n+2-9n+3 _ —-5n+5
2 3n-1 2 2(3n-1) T 23n-1)  2(3n-1)

Ornz1donc—5n+5£0et2(3n—1)>0doncun—§S0

S
\
[EnN

)

urs

e
3

., 3
u,) est donc majorée par >

O

ercice 8 :

it P(n) :u, =-3,75

n veut montrer que P(n) est vraie pour tout entier n > 0
e |Initialisation : uy, = 6 > —3,75 donc P(0) est vraie

o Hérédité :
On suppose qu’il existe un entier k = 0 tel que P(k) soit vraie soit u, = —3,75
et on prouve que P(k + 1) est vraie soit u,,,; = —3,75

On sait que uy = —3,75 donc 0,2 u;, = —3,75 % 0,2 donc 0,2 u, —3 > —-0,75—-3
soit uyy1 = —3,75

e Conclusion : La propriété est vraie au rang O et elle est héréditaire, donc elle est vraie pour
tout entier naturel n > 0 soitu,, = —3,75,n =0

dec,

ercice 9:

Pour tout entiern e N,n> +1 > 0 etn*+5>0doncu, >0
e plus, pour tout entiern € N,n* +1 <n*+5doncu, <1
onc 0 < u, <1 soit (u,) bornée

Extral

ercice 10 :
1)
n 1 10 100 1000
Uy 4 4,9 4,99 4,999
lu, — 5| 1 0,1 0,01 0,001
2) On conjecture que (u,) converge vers 5
Eneffet, n>1,|u,—5/<1 (N=1letr=1)
n>10,lu,—5/<0,1 (N=10etr=0,1)

n>100,|u, —5/ <001 (N =100etr=0,01)
n > 1000, |u, — 5| < 0,001 (N =1000etr = 0,001)

Pour tout r > 0, on peut trouver unrang N telquen > N, |u, —5| <r donc lim u, =5

n->+ow

Exercice 11
1) 1—10‘k<un< 1+10"‘<:>un< 1+ 107k caru, =1
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-k 1 -k 1 -k k k
U, <1+10" =1+ —<14+107" " —< 107" =n+1>10"=n>10"-1
n+1 n+1
2) 1-10%<u,<14+107*= -10*<u,-1<107* = |y, — 1| <107
r=10"%et N =10% -1
Pour tout r > 0, on peut trouver unrang N telquen > N, |u, — 1| <r donc lim u, =1

n—--+oo

ercice 12 :
107
1) —10vn < -107 & Vi > == < Vn > 10° < n > (109? < n > 10%2

Pourn > 102+ 1, —10vn < —107
ny =102 + 1

2) A=-10"etn, =102 +1
Pour tout A <0, tout intervalle du type ]—oo; A[ contient tous les termes de la suite a partir

d’un certain rang. donc lim u,, = —
n—->+owo
ercice 13 :
1) limn?*=+owet lim4n+1=+w
n—-+ow n—-+wo
D’aprés la régle sur la limite d’'un produit hrix u, = +oo
n—->—+oo
1
2) lim —=o0donc lim14+—==1
) ‘n—>+oo\/_ n—»+oo \/—
limn=+4odonc lim —n=-wet lim —n+3=-w
n—-+oo n—+oo n—+oo
D’aprés la régle sur la limite d’un produit lim v, = —o
n—+oo
lim u, = +o et lim v, = —o0
n—+oo n-+oo
D’apreés la régle sur la limite d’'un produit 11111 w, = —o0
n—->+oo

lim u, = +oet lim1=1
n-+o n—-+o

D’apres la régle sur la limite d’'un quotient lim t, = 0
n—+oo

ercice 14 :
1) lim 2v/n = 4o et lim —n = —oo donc il s’agit d’'une FI (Forme Indéterminée +oo — o)
n—+ow n—+ow

On factorise u,, en mettant n en facteur
2vn 2
U, =n (T—l)=n(\/—ﬁ—1)

. . 2
limn=+4wet lim =—1=-1
n—-4oo n—-+oo \/ﬁ
D’apres la régle sur la limite d’'un produit lim u,, = —o
n—+ow
2) llr_|1:1 n® + 3n = +o et 11r£1 3n% + 4 = +oo donc il s’agit d’'une Fl (Forme Indéterminée —)
n—->4oo n—->+oo
On factorise le numérateur et le dénominateur en mettant n? en facteur

20143 3
_n (1+n) _ 1+n

Up =

2(3+"‘2)__3+4

lim 1+——1et lim 3+——3

n—-»+oo n—->+o

D’apres la régle sur la limite d’'un quotient lim v, =
n—-+oo

Extrait ge gours

W
N—r

llr_{l n+3=4owet 11r£1 n? — 2 = +oo donc il s’agit d’une FI (Forme Indéterminée —)
n—-+owo n—-+oo

On factorise par n le numérateur et par n? le dénominateur

(I
o



o
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N
~
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Extrait de cours
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n(1+%) B

w, = ==
n rﬁ(1—i% n

lim 1—%=1

n-—-+oo n

lim1+2=1et
n—-+ow n s
D’apres la régle sur la limite d’un quotient lim §

n-+o 1-—
n

De plus, lim I=0
n—-+oo N
D’apreés la régle sur la limite d’'un produit lirP w,=0
n—->+oo

lim —==0et lim n+ 2 = +oo donc il s’agit d’'une FI (Forme Indéterminée 0 X oo0)
n—+owVn n—-+wo

- b= 2
On développe : t, = Vn + =
lim Vi = +oo et lim == 0
n—-+ow n—>+oo\/?l

D’aprés la régle sur la limite d'une somme lim ¢, = +o
n—+oo

ercice 15 :

Soit P(n): e"=n+1

On veut montrer que P(n) est vraie pour tout entiern = 0

Initialisation : e® =1 >0+ 1 donc P(0) est vraie

Hérédité :

On suppose qu'il existe un entier k > 0 tel que P (k) soit vraie soit e® > k + 1
et on prouve que P(k + 1) est vraie soit et > k + 2

On sait que ef*! = ek x et

Ore¥>k+1 donc el >e(k+1)

elk+1)>2k+2=cek—k>2—-e o k(e—1) =2 — e (cette inégalité est toujours vraie
cark(e—1)=0et 2—e<0)

Donc ef*t>e(k+1) =k +2

Conclusion : La propriété est vraie au rang O et elle est héréditaire, donc elle est vraie pour
tout entier natureln > 0 soite” >n+1,n=>0

pour tout entiern > 0,e">n+1let imn+1=+ow

n-—-+oo

d’aprés un théoréme de comparaison, lirE e =+
n—->+oo

pour tout entiern > 0, —v,> < 0 donC v,,4; < —n—1s0it v, < —(n+1)
ainsi pour tout entiern =2 0, v, < —n

pour tout entiern > 0, v, < —net lim —n=—oo
n—-+w

d’aprés un théoréme de comparaison, liT v, = —00
n—->+owo

ercice 16 :

pour tout entiern > 0,—1 < cosn<1donc1l<2+cosn<3

donc % < ~-=<1 (car la fonction inverse décroit sur ]0; +oo[ )

< n (on multiplie les inégalités par n > 0)

2+cos

n
donc =<
3 2+cosn

3 7 2+4cosn
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. n
et lim - = +oo
2+cosn n-+ow3

2) pour tout entier n > O

d’aprés un théoreme de comparaison, lim —— = +o

n-o+ow 2+cosn

ercice 17 :
1) pour tout entier natureln > 1,
—1<sin(n) <1 et—1<cos(n) <1 donc -3 < 3cos(n) <3
donc —1 — 3 < sin(n) + 3 cos(n) < 1 + 3 soit —4 < sin(n) + 3 cos(n) < 4
donc —74 < sin(n)+3 cos(n) < 4

n n

sin(n)+3 cos(n) < —et lim —_4 — lim f —0
TN po4on n-+on

2) pour tout entier natureln > 1, _74

d’aprés le théoreme des gendarmes lim sin() 3 cos(n) _ 0

n—+wo n

ercice 18 :
1) Soit P(n): u, = uysq =2 ((u,) décroissante et minorée par 2)
On veut montrer que P(n) est vraie pour tout entier n > 0
Initialisation : uy = 6, u; = V8 et: uy = u; = 2 donc P(0) est vraie

Hérédité :
On suppose qu’il existe un entier k = 0 tel que P(k) soit vraie soit  uy = Uy = 2
et on prouve que P(k + 1) est vraie SoOit Uy 41 = Upyy = 2

Onsaitque uy = upyq =2 donc up +2=>up 1 +2=4
Donc \/uy + 2 = \/uk41 + 2 = V4 car la fonction racine carré croit sur [0; +oo[

DoONC  uUpyq = Upypy =2 CAr Upyq = JUp + 2 €L Uy = JUryq + 2 par définition de (uy,)

Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire, donc elle est vraie pour
tout entier naturel n > 0 soit u,, = Uy ; =2, n=0

2) (u,) estdécroissante et minorée par 2 donc (u,) converge vers un nombre L > 2

ercice 19 :
1) Pourn=>1, up4y; —uy =u, +n?—u, =n®>0donc (u,) estcroissante
2) On raisonne par I'absurde
On suppose que la suite (u,) est majorée donc (u,) converge vers un nombre L
lim u, = L donc lim u,,; =Let lim u, + n?= +o0

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

La limite de la suite étant unique, on aboutit & une contradiction
donc (u,) n’est pas majorée
3) La suite (u,) est croissante et non majorée donc lim u, = +

Extrait de cour

n—-+o
ercice 20 :
1) u, = =7X ( )n
-1<3 <1donc llm() =0donc limu, =0
n—-+owo n—-+owo
2) v, =—-5V3"
v3 > 1donc lim \/_ = 400 donc d’aprés la régle de la limite du produit lim v, = —
n—-+oo n—->+oo
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3) wy =3 (-1
(=1)™ n’a pas de limite (¢ = —1 < —1) donc (w,,) diverge en n’ayant pas de limite

4) t"=3"-5"
lim 3" = 4o, lim 5" = 4+ donc lim — 5" = —o On est en présence d’une Fl (+o — o)
n—+ow n—-+owo n—-+wo
n — 5”((i)n _ 1)
3 n
-1<c 2 < 1donc llm() = 0donc lim (—) -1=-1
n—-+owo n—-+wo
De plus lim 5" = +o donc d’aprés la regle de la limite du produit lim ¢, = —
n—-+oo n—-+oo
ercice 21:
1)

def terme(n):
u=0
for i in range(1,n+1):
f u=u+7/(10%*1)
return(u)

2) un=—+m+ +F,Tl>1
— 7 TR R T |
(1+ t +10n1)_10(1+10+ +(10) )

n+1

1-q
1—

u
T

Oronsaitque 1+q+¢q*+ - +q" =

Donc u, = l(l + i-l- et (L)n_l) = 17_0<1_1(_—1ii)> = %(@) - g(l B (1_10)n)

1 n
—1<—<1donc lim (—) = 0 donc lim 1—(5) =1

n—+ow n—»+o

,q#1

De plus, lim Z == donc d’aprés la régle de la limite du produit lim u, = ;

n—-+ow n—-+oo

de cours

Exercice 22 :

1) u, estle nombre d’abonnés a la fin de la n-iéme année
Un+1 €stle nombre d’'abonnés I'année suivante
chaque année le taux de réabonnement est de 80% et on compte 4000 nouveaux abonnés
donc pourn = 0,u,,q = 0,8u, + 4000

2) Soit P(n): u, <20000
On veut montrer que P(n) est vraie pour tout entiern = 0
Initialisation : uy = 7000 < 20 000 donc P(0) est vraie

Hérédité :
On suppose qu’il existe un entier k > 0 tel que P (k) soit vraie soit u; < 20000
et on prouve que P(k + 1) est vraie soit u,,,; < 20000

On sait que u;, < 20 000 donc 0,8u;, < 0,8 x 20 000 soit 0,8u;, < 16 000

donc 0,8u;, +4 000 <16 000+ 4 000 soit ui,, < 20000

Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire, donc elle est vraie pour
tout entier naturel n > 0 soit u,, <20000,n >0

Extrai

W
N—r

n=0,,uy4q — Uy, = 0,8u, +4000 —u,, = —0,2u, + 4000 = —0,2(u,, — 20 000)
Or u, <20 000 donc u, —20 000 < 0 donc —0,2(u, — 20 000) > 0

Donc (u,) croit

4) w, =20000—-u,,n=0
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Wnt1 = 20 000 — upyq = 20 000 — (0,8uy, + 4 000) = —0,8u,, + 16 000
Wy = 0,8 (_un +2 0800) = 0,8(20000 —up) = 0,8wy

Donc (w,,) est géoméfrique de raison 0,8 et de premier terme wy = 20 000 — u, = 13 000

(wy) est géométrique de raison 0,8 et de premier terme wy = 20 000 — uy = 13 000
Donc w, =wy X q" =13000 x0,8",n>0

w, = 20 000 — u, donc u, = 20000 —w, =20000—-13000 x0,8",n>0

-1<0,8<1donc nliT 0,8" = 0 donc nliT 13000 x0,8" =0
Donc d’aprés la régle de la limite d’'une somme lim u, = 20 000

n—+oo

Le nombre d’abonnés tend vers 20 000

def abonnés():
u=0
n=90
while u<=16000:
E n=n+1
_ u=20000-13000*0.8**n
return(n)
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a envoyer a la correction

Lgxercicﬂ : (4 pts)
oit la suite (u,) définie pour tout entier naturel n > 0, u,, = n®+ 3n
h 1) Etudier le sens de variation de la suite (u,,)

2) Déterminer en utilisant le tableur de la calculatrice le plus petit entier n, tel que u,, > 100
et le plus petit entier n, tel que u,, > 5 000 puis conjecturer la limite de la suite (u,)
3) Déterminer la limite de la suite (u,,) en utilisant les régles sur les opérations

Exercice 2 : (4 pts)
s . e . =1
n consideére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n > 0 par : { uﬂ
Un+1 = 2Up — 3
1) Montrer par récurrence que (u,) décroit

2) Montrer par récurrence que (u,) est majorée par 3

co

Exercice 3 : (4 pts)

Déterminer les limites des suites définies par :

1) u,=m?>-3)(-5n+3),n=>0

2) v, = %,n >0

3) t,=3"-2"n>0

4) w, =n®*—(—1)",n = 0 (on pensera aux théorémes de comparaison)

de

Exercice 4 : (4 pts)
On considére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n > 0 par : {un+1 10079222 422
it (v,) la suite définie pour tout entier n = 0 par v, = u,, — 550

1) Montrer que la suite (v,,) est géométrique. On précisera la raison et le 1° terme
2) Exprimer v, en fonction de n , puis u,, en fonction de n

3) Déterminer la limite de (u,)

4) Ecrire un script qui détermine le plus petit entier tel que u,, > 500

it

Exercice 5 : (4 pts)

S 1

mtn=1+%+%+mﬁ,n20
1) Montrer que (T;,) croit
2) Calculer T,

3) Déterminer la limite de (T,)

I

t

Oit Sp=1—2+z—7+=+ (D™ x>, n>0
4) Compléter la fonction somme ci-dessous qui calcule S,,, n étant donné

def somme(n):
5=0
for k in range( ....... ):

EX

Er'etur'n(S)
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